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»Generatory liczb losowych”

Rozklad punktow (x,,X,+19) dla x; € [0,1].

Na rysunku przedstawiono 1000 punktéw.



Ogélnie o liczbach losowych

Wiele procesow obserwowanych przez nas w przyrodzie, technice, ekonomii czy
zyciu spotecznym sprawia wrazenie zjawisk losowych, a wigc takich, dla ktorych nie
potrafimy przewidzie¢ ich przysztego przebiegu ani nie potrafimy ustali¢ przyczyn, ktore je

wywotlaty.

Powodem tego moze by¢ brak informacji dotyczacych danego zjawiska, nieznany
stopien precyzji dostgpnych informacji lub tez bigdy obserwacji uniemozliwiajace precyzyjna
jego identyfikacje. Na przeszkodzie moze sta¢ tu brak technicznych mozliwo$ci uzyskania
dostepnych informacji lub niemozno$¢ wykonania jakich$ istotnych pomiaréw. Przyczyna
losowosci zjawiska moze by¢ tez inna: jego specyficzne cechy fizyczne albo niezmierna
komplikacja niemozliwa do objecia zadnym zdeterminowanym modelem. W kazdej
z przedstawionych sytuacji, niezaleznie od tego, czy udaje si¢ nam ustali¢, jakie sa przyczyny
losowosci zjawiska, mozemy sprobowac opisac to zjawisko ilosciowo, wykorzystujac do tego
celu pojecie prawdopodobienstwa rozumianego jako iloSciowa miara niepewnosci

(losowosci).

Podobnie jak w fizyce i przyrodzie, efekty losowe moga wystgpowaé roéwniez
w $wiecie liczb. Wsrod liczb naturalnych mamy do czynienia z ciggami liczb losowych, czyli
takich, ktorych pojawienie si¢ nie moze by¢ z pewnoscia przewidziane, a struktura nie moze

by¢ opisane zadnym okreslonym wzorcem.

W ogolnej sytuacji, ciagiem liczb losowych (ogoélniej: losowym ciagiem znakow)
nazwiemy taki ciag, ktorego nie mozna zapisa¢ za pomoca algorytmu w postaci krétszej od
samego ciagu. Na podstawie takiego ciagu nie mozna stworzy¢ zadnych regul, ktore
pozwalatyby odtworzy¢ ten ciag bez znajomos$ci wszystkich jego wyrazéw. Nie mozna
réwniez poda¢ zadnego wyrazu tego ciagu na podstawie znajomos$ci innych (wszystkich

pozostatych) wyrazéw tego ciagu.

Analogicznie jak w przyrodzie, mozliwa jest jednak i taka sytuacja, ze istnieja reguty

(krétkie w porownaniu z dlugoscia ciagu) opisujace sposdéb wypisania wszystkich jego
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wyrazow, jednak jedynie nasza niewiedza nie pozwala ich zidentyfikowa¢. Ciag taki
nazwiemy pseudolosowym i w wielu sytuacjach bedziemy go mogli traktowac tak jak losowy

ciag liczb.

Wykorzystanie liczb losowych

Istnieja losowe ciagi liczb. Powstaje pytanie: jak mozna je wykorzysta¢ dla celow
praktycznych? Liczby losowe przydaja si¢ wszedzie tam, gdzie efekt przypadkowy, losowy,
jest lepszy niz dziatanie zdeterminowane przez cztowieka, a wigc obcigzone jego subiektywna
ocena sytuacji. Liczby losowe mozna wykorzystaé w reprezentatywnych badaniach
statystycznych (przy losowaniu proby z populacji generalnej lub, szerzej, planowaniu
schematu losowania), a zatem w zagadnieniach statystycznej kontroli jakosci produktow,
wszelkich badaniach ekonomicznych, spolecznych, marketingowych itp. W naukach

eksperymentalnych liczb losowych mozemy uzy¢ w zagadnieniach planowania eksperymentu.

Innym sposobem wykorzystania liczb losowych sa wszelkie badania symulacyjne. Sa
to metody wykorzystujace techniki obliczeniowe, w ktérych przedstawiamy przebieg
realnego zjawiska, opisanego odpowiednimi roéwnaniami, uwzgledniajac wptywajace na nie
czynniki losowe. Badania takie sa czgsto jedynym sposobem ilosciowej analizy
skomplikowanego procesu technologicznego lub zjawiska przyrodniczego. Podobnie, liczby
losowe sa zrodtem losowoS$ci stwarzajacej ztudzenie realizmu we wszelkich popularnych
grach komputerowych, inteligentnych automatach do gier zr¢czno$ciowych, trenazerach oraz
profesjonalnych grach strategicznych, to znaczy w programach umozliwiajacych wirtualny
udziat gracza w operacjach wojennych, ekonomicznych lub spotecznych. Liczby losowe
moga ponadto stuzy¢ do budowania modeli skomplikowanych obiektow geometrycznych, na
przyktad fraktali losowych, wzoréw powierzchni itp. Roéwniez badania symulacyjne statystyki
matematycznej, tak zwane metody bootstrapowe lub sznurowadlowe, wymagaja zastosowania

liczb losowych.
Liczby losowe sa takze niezbednym elementem metod Monte Carlo, czyli
wykorzystania metod probabilistycznych w obliczeniach przeprowadzanych zwykle

metodami  deterministycznymi, na przyklad w przyblizonym obliczaniu calek
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wielowymiarowych, rozwiazywaniu rownan rézniczkowych i algebraicznych, optymalizacji

(czesto sprowadzajacej si¢ do szukania minimum funkcji), algorytmach genetycznych itd.

Zastosowaniem liczb losowych, ktore w ostatnim czasie zyskalo ogromnie

na znaczeniu, jest kryptografia, czy tez szerzej rozumiana ochrona informacji.

Rodzaje generatorow

W wielu zastosowaniach z zakresu symulacji numerycznych potrzebne jest uzycie
generatoréw liczb losowych albo do wybrania konfiguracji wyjsciowej, albo do samego
przeprowadzenia symulacji. W programie komputerowym nic nie jest losowe. Komputer
wykona program w doktadnie taki sam sposob jak poprzednio, jesli zostanie doktadnie tak
samo uruchomiony. Jak wcze$niej wspomnialem generatory liczb losowych sa wigc w istocie
rzeczy generatorami liczb pseudolosowych, ktore generuja szeregi liczb o bardzo dlugim
okresie powtarzalnosci i1 rozktadzie zblizonym do zadanego.

Ponizej przedstawi¢ niektore podstawowe generatory liczb losowych uzywane

w obliczeniach i symulacjach komputerowych.

Generatory liczb losowych o rozkfadzie jednostajnym

Najbardziej uzyteczne sa generatory dajace jednostajny rozklad liczb losowych
z przedziatu [0,1]. Trzy najwazniejsze kryteria, jakie powinien spetnia¢ dobry generator liczb

losowych o rozktadzie jednostajnym, sa nastepujace: (Park i Miller, 1998).

I. Dobry generator powinien mie¢ bardzo dtugi okres powtarzalnos$ci, najlepiej bliski
zakresu liczb calkowitych danego komputera. Na przyktad dla komputerow
32-bitowych dobry generator powinien mie¢ okres bliski liczby 2°'-1=2 147 483 647,
gdyz zakres liczb catkowitych dla komputera 32-bitowego fo przedziat [-2°!, 2°'-1]

(jeden bit stuzy do zapisu znaku liczby catkowitej).
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II. Dobry generator powinien charakteryzowac si¢ dobra losowosciq. Korelacja pomigdzy
wszystkimi, kolejno generowanymi liczbami powinna by¢ mozliwie mata. Innymi
stowy, funkcje korelacji (x,x,,..x, ) Xn Xn2. . . Xa) dla [ = 2,3,4,..., gdzie (4)
oznacza S$rednia statystyczna zmiennej 4, powinny by¢ bardzo male. Dobrym

sposobem przekonania sig, jaki jest charakter funkcji korelacji (x,x,, ), jest

przedstawienie liczb X, 1 X,+; jako wspotrzednych punktow na ptaszczyznie. Dobry
generator liczb losowych powinien dawa¢ punkty o bardzo duzej rownomiernosci
rozktadu dla dowolnego /#0. Dla ztego generatora punkty moga uktada¢ si¢ w paski

czy siatki lub wykazywac¢ inne niejednorodnos$ci rozktadu.

III.Dobry generator powinien by¢ szybki. W praktyce potrzeba bardzo wielu liczb
losowych, by otrzyma¢ wyniki o dobrej jakos$ci statystycznej. W zwiazku z tym

szybkos¢ generatora moze by¢ bardzo istotna w pewnych rodzajach zastosowan.

W najprostszym generatorze liczb losowych o rozkladzie jednostajnym wykorzystuje

si¢ tzw. liniowy algorytm kongruentny. Kolejne liczby losowe otrzymuje si¢ z rownania
X, =(ax, +b)modc

gdzie liczby a, b 1 ¢ nazywa si¢ liczbami magicznymi. Od ich wyboru zalezy jako$¢
generatora. Jeden z takich zestawdw liczb, mianowicie a = 77 = 16807, b = 0,
c =2 - 1 =2 147 483 647, zostal wielokrotnie sprawdzony i okazal si¢ doskonalym
wyborem dla komputeréw 32-bitowych. Daje najwiekszy mozliwy okres 2°! -1 i jest bardzo

szybki.

Implementacja takiego generatora liczb losowych na komputerze nie zawsze jest
trywialna, poniewaz rdzne komputery maja rézne zakresy liczb catkowitych. Na przyktad dla
wigkszo$ci komputerow 32-bitowych zakresem liczb catkowitych jest przedziat [-2°', 2°'-1].

Gdy w wyniku obliczen uzyskuje sig liczbg spoza tego zakresu, komputer zamienia ja na zero.
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Ponizsza funkcja zewngtrzna spetnia funkcj¢ omowionego wyzej generatora liczb losowych

o rozkladzie jednostajnym.

FUNCTION RANF ()
DATA IA/16807/,1C/2147483647/,1Q/127773/,IR/2836/
COMMON /CSEED/ ISEED
IH = ISEED/IQ
IL = MOD(ISEED, IQ)
IT IA*IL-IR*IH
IF(IT.GT.O) THEN
ISEED

IT

ELSE
ISEED = IC+IT
END IF
RANF = ISEED/FLOAT (IC)
RETURN
END

W tym programie IQ = IC/IA, IR = MOD(IC, IA), a ISEED < [1,2*' - 1]. Park i Miller
(1988) podali program w jezyku Pascal, ktory jest bardzo podobny do powyzszej funkcji.
Mozna latwo stwierdzi¢, ze powyzsza funkcja przesuwa liczby spoza zakresu o ¢ = 2°! - 1
na dowolnym komputerze o stowie 32-bitowym lub dtuzszym. Aby méc uzy¢ tej funkcji
zewngtrznej, nalezy w programie, z ktorego jest ona wywotywana, umiesci¢ taki sam blok
COMMON, tak by przekazywana byla nowa warto§¢ zmiennej ISEED. Aby przekona¢ sig,
ze podana funkcja realizuje algorytm w sposdb poprawny, mozna potozy¢ na poczatek
ISEED = 1, a po 10000 krokow wuzyska si¢ wartos¢ ISEED = 1043 618 065
(Park 1 Miller, 1988).

Aby generator liczb losowych byt uruchamiany za kazdym razem w inny sposob,
potrzebna jest jaka$ systematyczna metoda uzyskiwania réznych warto$ci zmiennej
wyjsciowej, tzn. warto$ci poczatkowej zmiennej ISEED. W przeciwnym razie, tzn. jesli
program bylby uruchamiany za kazdym razem z ta sama warto$cia zmiennej wyjsciowe;j,

dawatby za kazdym razem doktadnie taki sam wynik.
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Inne rozkifady

Gdy juz ma si¢ dobry generator liczb losowych o rozkladzie jednostajnym, mozna
go wykorzysta¢ do budowy innych rodzajow generatorow liczb losowych. Na przyktad
mozna uzy¢ generatora liczb losowych o rozkladzie jednostajnym do wytworzenia
generatorow liczb o rozktadzie wyktadniczym lub gaussowskim. Kazdy rozktad wyktadniczy
mozna sprowadzi¢ do jego najprostszej postaci:

X

p(x)=e
przez odpowiedni dobor jednostek 1 wspotrzednych. Na przyktad dla uktadu o poziomach

energetycznych E,, E;,.., E, prawdopodobienstwo, ze uklad ma w temperaturze 7 energig E;

jest dane wzorem

p(E.,T) o (Ei=Eo) kT

b

gdzie kp jest stala Boltzmanna. Powyzsze rdwnanie przybiera postaé p(x)=e ", jesli

wybierze si¢ kT jako jednostke energii, a £, jako jej warto$¢ zerowa.
Aby wytworzy¢ rozktad wyktadniczy, musimy znalez¢ jego zwiazek z rozktadem

jednostajnym. Na przyktad rozkiad jednostajny f(») = 1 dla y e [0,1] mozna powiazaé

z rozktadem wyktadniczym za pomoca zwiazku

f(y)dy =dy = p(x)dx=e "dx

co daje

y(x)-y0)=1-¢".
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Ktadac y(0) = 0, z rownania tego otrzymuje si¢

x =-In(l- y),

co stanowi zwiazek rozkltadu wykladniczego zmiennej x z rozktadem jednostajnym
zmiennej y e [0,1]. Ponizsza funkcja zewngtrzna stuzy do generowania liczb losowych
o rozktadzie wyktadniczym na podstawie generatora liczb losowych o rozktadzie

jednostajnym przy wykorzystaniu powyzszego rownania.

FUNCTION ERNFO
COMMON /CSEED/ ISEED
ERNF = -ALOG(1l.0-RANF())
RETURN
END

Wykorzystuje si¢ tu generator liczb losowych o rozkladzie jednostajnym. Innym

waznym rozkladem jest rozkltad Gaussa(rozktad normalny)

1 e—x2 /202
2l1o ’

g(x)=

gdzie o jest wariancja rozktadu, ktora mozemy chwilowa przyja¢ za ro6wna 1. Rozktad
0 o#1 mozna otrzymac¢ z rozktadu o 6=1 przez zmiang jednostki dla zmiennej x o czynnik o.

Wykorzystujac rozktad jednostajny f(¢) = 1 dla oe [0,2n] oraz rozklad wykladniczy
pt) =exp(-t)dlat e [0, ], mozna otrzyma¢ dwa rozktady gaussowskie g(x) i g(»).

Iloczyn rozktadow jednostajnego i wyktadniczego mozna powiaza¢ z iloczynem dwoch

rozktadow gaussowskich za pomoca zwiazku:

% S(®)dDp(t)dt = g(x)dxg(y)dy

skad wynika

e 'dtdD = e_(x2+y2)/2dxdy
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Powyzsze rownanie mozna potraktowa¢ jako réwnanie zmiany wspotrzednych z uktadu
biegunowego

(p, ®), gdzie p = 2r , do uktadu prostokatnego (x, y), tzn.

x=42tcosd,

y=4+2tsind,

Obie zmienne x 1 y maja rozktad gaussowski, jesli zmienna ¢ ma rozktad wyktadniczy,
a ® ma rozklad jednostajny w przedziale [O, 2xm]. Dysponujac juz generatorem liczb
losowych o rozkladzie wyktadniczym oraz generatorem liczb losowych o rozktadzie
jednostajnym, mozemy natychmiast skonstruowaé¢ dwie liczby losowe o rozkladzie
gaussowskim. Generator liczb losowych o rozktadzie wyktadniczym otrzymujemy
z generatora liczb losowych o rozkladzie jednostajnym. Ponizszy podprogram wytwarza dwie
liczby o rozkladzie gaussowskim na podstawie dwoch liczb o rozkladzie jednostajnym

w przedziale [0,1].

SUBROUTINE GRNF (X, Y)
COMMON /CSEED/ ISEED
PI = 4.0*ATAN(1.0)
Rl = -ALOG(1.0-RANF()) R2 = 2.0*PI*RANF ()
R1 = SQRT(2.0*R1)
X = R1*COS (R2)
Y = R1*SIN(R2)
RETURN
END

W zasadzie kazdy rozklad moze by¢ wytworzony numerycznie. Korzystajac
z generatorow liczb o rozktadach gaussowskim i wyktadniczym, tworzymy nowe generatory,
wykorzystujac  przeksztatlcenia catkowe do powiazania rozkladow poszukiwanych
ze znanymi. Mozna stworzy¢ ogdlna procedur¢ numeryczna do analizy numerycznej

przeksztatcen catkowych.
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